
Комплекс анализ 5B05402 - Математика Дәрiс 5 Қысқаша конспект 1

Дәрiс 5. Голоморфты функцияны әртүрлi интерпретациясы

1 Голоморфты функцияның туындысының модулi мен аргумент-
тiнiң геометриялық интерпретациясы

Алдымен мына сұрақты қарастырайық: «Голоморфты функцияның өсiшесi
голоморфтылық қасиетi жоқ функцияның өсiшесiнен айырмашылығы қан-
дай?» Егер голоморфтылықты есептемесек,өсiмще үшiн мына теңдiктi ала-
мыз.
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Голоморфтылық жағдайда Коши-Риман қатынасынан функцияның өсiмщесi
мына түрде болады ∆f = A∆z + ō(|∆z|). Осыдан

• Голоморфты функцияның өсiмшесi z өсiмшесiне «дерлiк» пропорционал.

• Функцияның өсiмшесi – z, z̄ функцияның өсiмшелерiнiң «дерлiк» сызы-
қты комбинациясы. Мұндағы ¯̄o(

√
|∆z|) «дерлiк» дейiнгi дәлдiктi бiл-

дiредi. A = f ′ (z0) болғандықтан, ∆f ≈ f ′ (z0)∆z тең болады. Соңғы
жуықтауының екi модулъ койып,одан кейiн комплекс санның аргумент-
тiн қойып аламыз:

• |∆f | ≈ |f ′ (z0)| |∆z| = k|∆z| геометрияльқ магынада k рет, егер
k > 1 локалдық созылу, егер k < 1 болганда сывылу болады.Туындының
модулi сывылу немесе созылу коэффиценттiн бiлдiредi.

• arg f ′ (z0) бұрышын локалдық сағат тiлiнiң багытына қарсы бұрудың гео-
метриялық мағынасы arg∆f ≈ arg f ′ (z0) + arg∆z явни z0 нүк-
тесiнде басталатын әртурлi ∆z векторлары бiрдей бұрышқа бұрылады.
Сонымен, arg f ′ (z0) сәйкесiнше ∆f багытын алу үшiн ∆z-тi қандай бұры-
шқа бұру керектiгiн көрсетедi.
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2 Голоморфты функцияның гидродинамикалык интерпретация-
сы

Сұйықтықтың орныққан жазық параллелъ ағынын қарастырайық. Әрбiр
нүктедегi сұйықтық ағысы оның жылдамдығымен сипатталатынын атап
өтейiк. Бұдан сұйықтық ағынының жылдамдықтар өрiсi пайда болады. Егер
жеткiлiктi ұзақ уақыт өткетде ағыстың пайда болу себебi ұмтылса,ондай ағыс
орныққан деп саналады. Жазықпаралель әрбiр ағыс жазық(горозонталь
делiк) қимада жылдамдықтар өрiсi бiрдей болуы және сұйықтықтың жазы-
қтықтан көршiлес жазықтыққа ағып кетпеуiмен сипатталады.Басқаша ай-
тқанда ағыс тереңдiкке тәуелсiз. Сондықтан ағысыты бiр горизонталь ком-
плекс айнымалы z = x+ iy. Жазықтығы ретiнде қабылдаған қимада қарас-
тырғанымыз жеткiлiктi.Бұл жағдайда жылдамдықтар өрiсi жазық болады
және екi компонентi векторлық өрiспен сипатталады. Жылдамдықтар өрiсi
кез келген тұйық контор бойынша циркуляциясы нөлге тең болатындай қа-
сиетке ие болсын (1, 2, 3 суреттерi).

Сурет 1: Сұйықтықтағы жылдамдықтар өрiсi

Сурет 2: Сұйықтықтағы түтiк
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Сурет 3: Құбырдағы сұйықтықты құбырдан басқа бөлiктерiн бiрден суытқандағы көрiнiс

Егер құбырдағы сұйықтықты құбырдан басқа бөлiктерiн бiрден суытса,
онда құбырда айналым пайда болады. Векторлық өрiстiң тұйық қисық бой-
ындағы айналымы орташа жанама жылдамдықпен қисықтың ұзындығының
көбейтiндiсiне тең.Векторлық өрiстiң тұйық қисық бойындағы айналымды
Грин формуласы арқылы,сонымен қатар тұйық қисық бойынша қос инте-
гралды табуға болатыны математикалық анализден физикалық түсiндiрме-
лерсiз көрсетiлеген.∫

γ
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∫∫
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dxdy.

Ұйғарымымыз бойынша кез келген тұйық қисықтың өрiсi 0-ге тең. Көрсетiл-
ген Грин формулысы бойынша келесi қатынасты аламыз.
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=
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Тұйық қисықтан алынған инртеграл 0-ге тең болғандықтан, екi нүктенi қоса-
тын қисық бойынмен алынған интеграл қисықтың шет нүктесiнiң функциясы
болып табылады.∫

γ∪β−
V1dx+ V2dy = 0 ⇒

∫
γ

V1dx+ V2dy =

∫
β

V1dx+ V2dy

Мұндағы
γ, β - бiрдей нүктелердi қосатын қисықтар,
β−-ориентациясының өзгерiсiн бiлдiредi.

Интеграл тек қана интегралдық қисықтың шектiк нүктелерi ғана тәуелдi
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болғандықтан,функцияны мына формула бойынша көрсетуге болады:

Φ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

V1dx+ V2dy,

сонымен қатар
∂Φ

∂x
= V1(x, y),

∂Φ

∂y
= V2(x, y)

қатынасы орындалады, яғни grad(Φ) = V⃗ . Сондықтан, сұйықтағы жыл-
дамдық өрiсi Φ скаляр өрiсi арқылы пайда болады деп айтады. Φ функ-
циясы деп V⃗ өрiсiнiң потенциалын атайды. Сонымен, үйiрсiз өрiсiнiң по-
тенциалы болады. Сұйықтың ағыты туралы тағы бiр ұйғарым жасайық.

Сурет 4: Векторлық ауданның айналымы

Әрбiр тұйық қисық арқылы өтетiн сұйық ағыны нөлге тең болсын, яғ-
ни тұйық қисыққа кiретiн сұйықтың мәнi одан шығатын сұйықтың мәнiне
тең.Демек,сұйықтың көзi және ағыны жоқ. Жоғарғы туынды үшiн ағын ор-
таша компанент мәнiнде жылдамдығы (сырттан есептелетiн) жоғарғы аудан
көбейтiндiсiне тең.Математикалық талдау курысында физикалық болмысын
түсiндiрмей ағын үшiн жоғарғы интеграл түрiнде формула қортып шығарыл-
ды. Гаусс формуласы бойынша ағынды үш еселi интеграл арқылы есептеуге
болады.∫∫

S

V1dy ∧ dz+V2dz ∧ dx+V3dx∧ dy =

∫∫∫
int S

(
∂V1
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+
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+
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)
dxdydz.
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Бiздiң жағдайда жазық ағын V3 = 0, сондықтан алдымыздағы формула мына
түрде жазуға болады∫

γ

V1dy − V2dx =

∫∫
∫
γ

(
∂V1

∂x
+

∂V2

∂y

)
dxdy.

Ұйғарым бойынша векторлық ағын тұйық қисық туынды арқылы нөлге тең
(көзi және ағыны жоқ) сондықтан қатынас орындалады

∂V1

∂x
= −∂V2

∂y
.

Φ потенциалын пайымдағанымыздай скалярлық функцияны

Ψ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−V2dx+ V1dy

енгiзуiмiзге болады.

∂Ψ

∂x
= −V2(x, y),

∂Ψ

∂y
= V1(x, y)

қатынастын дұрыстығына көзiмiз жеткен едi.
Φ функциясын сұйық бөлiктерiнiң траекториясының тоқ функциясы деп

атайды. Сонымен көзi мен ағыны жоқ жылдамдық аудандарында тоқ функ-
циясы болады. Жазықтықтары паралель толқынсыз,үйiрi және ағыны жоқ
сұйық ағыны.

• Φ потенциалы,
∂Φ

∂x
= V1(x, y),

∂Φ

∂y
= V2(x, y)

болатындай;

• Ток функциясы

Ψ,
∂Ψ

∂x
= −V2(x, y),

∂Ψ

∂y
= V1(x, y)

болатындай

Ендi ауданның комплекстi потенциалы деп аталады, f = Φ + iΨ,
комплекстi функциясын тұрғызайық.Комплекс потенциалы үшiн Коши-
Риманың

∂Φ

∂x
=

∂Ψ

∂y
,

∂Φ

∂y
= −∂Ψ

∂x
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қатынасы орынды.
Осыдан f = Φ + iΨ комплекс потенциал голоморфты функция болады.

Керi тұжырым да дұрыс. Функцияның голоморфтығы функцияның толқын-
сыз, қайнар көзсiз және ағыны жоқ жақтары паралель сұйық ағыны сияқты
етуге болатынын көрсетедi.


